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RESUMO

O Ftool € um programa que tem contribuido significativamente para o ensino das dis-
ciplinas Resisténcia dos Materiais e Analise de Estruturas. Notando o papel importante
que o Ftool tem desempenhado nas instituicdes, esse trabalho tem como objetivo
desenvolver os codigos para um programa que obtém resultados semelhantes aos
obtidos pelo Ftool. O referencial tedrico desse trabalho apresenta conceitos basicos
da analise de estruturas e expande o conteudo até a analise de estruturas hiperestati-
cas utilizando o Método dos Deslocamentos. A metodologia desse trabalho é baseada
em uma comparacao entre os fundamentos tedricos e a implementacdo computa-
cional. Para comprovar o funcionamento do programa, sdo propostos quatro exem-
plos disponibilizados pela literatura. Os exemplos sdo modelados no programa criado
e no Ftool. Uma breve conclusao apresenta a contribuicdo que o programa pode
trazer para as instituicdes.
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ABSTRACT

Ftool is a program that has contributed significantly to the teaching of the subjects Streng-
th of Materials and Analysis of Structures. Noting the important role that Ftool has played
in the institutions, this paper aims to develop the codes for a program that obtains results
similar to those obtained by Ftool. The theoretical reference of this paper presents basic
concepts of the analysis of structures and expands the content to the analysis of hypers-
tatic structures using the Displacement Method. The paper methodology is based on
a comparison between theoretical foundations and computational implementation. In
order to prove the program’s functioning, four examples are available from the literature.
The examples are modeled in the program created and in Ftool. A brief conclusion pre-
sents the contribution that the program can bring to the institutions.
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1 INTRODUCAO

Motivado pelo desenvolvimento das técnicas de programacao computacional,
utilizando algoritmos, gradativamente o mercado de calculos de engenharia tem dis-
ponibilizado softwares mais sofisticados. Apesar do avanco tecnologico ndo ser uma
surpresa, a competéncia necessaria para operar softwares desse tipo ainda € um fator
muito questionado nas instituicdes, pois devido a caréncia de softwares institucio-
nais, os engenheiros recem formados vao diretamente dos fundamentos tedricos,
transmitidos nas instituicdes, para a utilizagcdo dos softwares comerciais no exercicio
da atividade profissional.

Algumas iniciativas isoladas vém mudando esse quadro lentamente, o Ftool por
exemplo, € um dos poucos softwares criados com o objetivo de suprir a caréncia ins-
titucional na Engenharia Civil. Apesar da iniciativa ndo apresentar grandes incentivos
para a criacado de algoritmos institucionais, a utilizacdo do software como material
didatico tem desempenhado um papel muito importante na formacao profissional.

Segundo CTC/PUC-Rio (2017) o programa foi criado no inicio dos anos 1990 e
atualmente ja atinge uma marca de mais de 500 mil downloads. Aléem da utilizacdo no
Brasil, o software tem sido utilizado por instituicdes em Portugal, Estados Unidos e [talia.

Devido a sua interface grafica dindmica, a utilizacdo do Ftoolnas instituicoes tem
contribuido significativamente para o ensino de diversas disciplinas da grade curricular
dos cursos de Engenharia Civil. Entre as disciplinas beneficiadas pelo uso do programa,
Resisténcia dos Materiais e Analise de Estruturas, sdo as que recebem maior destaque.

Este trabalho tem como objetivo, notando o papel importante que o Ftool tem
desempenhado nas institui¢des, desenvolver os codigos para um programa que ob-
tém resultados semelhantes aos obtidos pelo Ftool
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2 REFERENCIAL TEORICO

Segundo a definicdo de Hibbler (2010) “A resisténcia dos materiais € um ramo
da mecanica que estuda as relacdes entre as cargas externas aplicadas a um corpo
deformavel e a intensidade das forcas internas que agem no interior do corpol...J".
Tomando essa definicdo do autor como referéncia, € possivel concluir que a Analise
de Estruturas se baseia nos fundamentos da Resisténcia dos Materiais para projetar
o0 comportamento de estruturas presentes na construcdo civil. Essa modelagem se
torna possivel por meio da utilizacdo de modelos matematicos que representam o
comportamento de estruturais reais de forma simplificada.

Na perspectiva de Martha (2010) a analise estrutural modema modela estruturas, uti-
lizando diferentes niveis de abstracdo comportamental. Baseando-se na classificacdo do
autor, nota-se que os modelos apresentados por este trabalho se enquadram entre os mo-
delos compostos por barras reticuladas. Para definir essa classe de modelos objetivamente,
Sussekind (1981) apresenta barras reticuladas como elementos que possuem uma dimen-
sdo maior do que as outras duas, de modo que, algumas tensdes interas do elemento sao
consideradas nulas sem interferir significativamente na projecdo do comportamento.

Hibbler (2010), baseando-se num sistema de resultante de forcas, apresenta em
sua literatura a representacao grafica de uma série conexdes fundamentais na criacao
de muitos desses modelos estruturais. Essas conexdes sdo responsaveis pela confi-
guracdo da estrutura em pontos de fixacdo que impedem deslocamento e ligacdes
articuladas que inibem o esforco interno de flexao.

Figura 1 — Representacéo grafica
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Fonte: Hibbler (2010).

Nota-se, observando os fatores que influenciam no comportamento do mo-
delo, que a condicdo basica estabelecida para determinar o comportamento desses
modelos é o equilibrio estatico. Sequndo Sussekind (1981) um corpo submetido a
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essa condicdo esta impedido de sofrer deslocamentos de translacdo e de rotacdo. A
partir dessa condicdo € possivel construir um sistema de equacdes que representa a
anulacdo entre as acdes (conhecidas) e reacdes (incognitas) que atuam na estrutura.
O equilibrio estatico refere-se as condi¢cdes necessarias para que um corpo fi-
que parado, ou seja, 0 somatorio de suas forcas deve ser nulo. Logo, o somatorio das
forcas horizontais tem que ser igual a zero ) F, = 0 (I), assim como o somatoério das
forcas verticais 3 F, = 0 (11), analogamente, 0 somatorio dos momentos em qualquer
ponto da estrutura tem que ser igual a zero XM, p =0 () (SUSSEKIND, 1981)
Geralmente a equacédo (IIl) € montada, baseando-se em uma das extremidades
da estrutura e caso a estrutura possua ligacdes articuladas, surge uma nova equacao
¥ M,p =0 (11 para cada ponto onde esta localizada a ligacao articulada (SUSSEKIND, 1981).
A quantidade de incdgnitas do sistema varia de acordo com os pontos de fixa-
cdo e com os grupos de barras que formam quadros fechados. Cada ponto de fixacdo
pode gerar de uma a trés incognitas e cada quadro fechado gera obrigatoriamente
trés incognitas provenientes de um grupo de esforcos internos. (MARTHA, 2010)
Segundo Martha (2010) uma estrutura € dita isostatica somente se possuir o nu-
mero de equacdes igual ao numero de incognitas e uma estrutura é dita hiperestatica
somente se possuir o numero de equacdes menor do que o numero de incognitas.

Figura 2 — Estrutura hiperestatica
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Fonte: Martha (2010)

Nota-se que, construindo um sistema de equacdes a partir da estrutura hipe-
restatica da Figura 2, o resultado € um sistema composto por trés equacdes e cinco
incognitas, ou seja, um sistema de equag¢des subdeterminado. Com o objetivo de
construir sistemas de equacdes determinados para estruturas hiperestaticas, a litera-
tura apresenta um meétodo baseado no teorema dos deslocamentos virtuais aplicados

a corpos elasticos (SUSSEKIND, 1981).
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Figura 3 — Teorema dos deslocamentos vituais aplicados a corpos elaticos

|, G0

Fonte: Marha (2010).

A Figura 3 apresenta, utilizando a estrutura hiperestatica apresentada na Figura
2, a construcado de um sistema de equacdes baseado no teorema dos deslocamentos
virtuais aplicados a corpos elasticos. Autores como Martha (2010) e Sussekind (1974)
intitulam essa técnica como Método dos Deslocamentos ou Método das Deformacgdes.

O Método utiliza a superposicdo do comportamento de uma série estruturas cine-
maticamente determinadas para determinar o comportamento da estrutura hiperestatica,
ou seja, inicialmente soluciona-se uma série de estruturas compostas por barras perfeita-
mente engastadas e posteriormente superpde os resultados. Apesar de barras perfeitamen-
te engastadas néo serem classificadas como estruturas isostaticas, € possivel obter solucdes
diretas para elas por meio das formulas do engastamento perfeito (MARTHA, 2010).

Sistema de equacdes utilizado no método dos deslocamentos:

(1) {fH+[k]{D}=0

Onde, {f} é o vetor dos termos de carga (formulas do engastamento perfeito), (k]
€ a matriz de rigidez (formulas do engastamento perfeito) e {D} € o vetor de desloca-
bilidades (incognitas).

A construcéo do sistema de equagdes utilizado no Método dos Deslocamentos
segue uma sequéncia onde, inicialmente, a estrutura recebe uma configuracdo cine-
maticamente determinada que ndo atende as condi¢cdes de equilibrio da estrutura
original, em seguida, a exposi¢cdo aos esforcos de acdo cria o vetor dos termos de
carga {f} e a exposicdo as deformacdes virtuais cria a matriz de rigidez [k], por fim, a
superposicao dos efeitos constroi um sistema de equacdes baseado nas condicdes de
equilibrio da estrutura original (MARTHA, 2010).
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A matriz de rigidez ¢é criada, baseando-se em equac¢des que relacionam defor-
macdes relativas, esforcos simples e leis constitutivas dos materiais (MARTHA, 2010):

@) du = 2=
EA
(3) dz — Q:ixa
Bl
(4) 42y = Mdx
Bl
(5) dg = 24%
El
(6) dg = Max

Er

Onde, dx € o elemento infinitesimal da barra, du € o alongamento, dv € a defle-
xao, dO é arotacdo, N é o esforco normal, Q é o esforco cortante, M € o momento fle-
tor, E € o modulo de elasticidade, A é a secdo transversal e I € o momento de inércia.

A analise estrutural em questado limita-se a efeitos de primeira ordem, ou seja, as
deformacdes relativas sofridas pela estrutura séo muito pequenas em relacédo as di-
mensdes da secdo transversal da barra, consequentemente, o equilibrio da estrutura
pode ser estabelecido por meio de sua configuracdo indeformada e ainda assim obter
resultados satisfatorios (MARTHA, 2010).

E possivel concluir que, observando a diferenca entre os dois tipos de estruturas,
em estruturas isostaticas, as leis constitutivas dos materiais ndo interferem na obten-
cao das reacdes do sistema de resultante de forcas e, consequentemente, as acdes
se anulam com as reacdes de forma imutavel, ja em estruturas hiperestaticas, as leis
constitutivas dos materiais interferem na obtencdo das reacdes do sistema de resul-
tante de forcas e, consequentemente, a distribuicdo das reacdes varia de acordo com
a rigidez das barras (MARTHA, 2010).

A influéncia da rigidez nesse tipo de estrutura também possibilita o surgimento
de modelos estruturais que representam o comportamento de estruturas expostas a
outros tipos de solicitacao externa, como por exemplo, estruturas expostas a defor-
macado devido a variacdo de temperatura e estruturas expostas recalque diferencial. A
Unica alteracdo para esses modelos é o vetor dos termos de carga (SUSSEKIND, 1981).

No método dos deslocamentos a reacdes internas sdo obtidas, utilizando uma
equacao denominada equacado de fechamento (MARTHA, 2010).

Equacao de fechamento:

(7) M, = My + ¥i; M;D;
(8) Cp — CO + 11=1 CiDi
(9) Np = NO + ;1=1 NiDi

Onde, Mp € o momento fletor no ponto p da estrutura real, M, e MD, séo os
momentos fletores no ponto p das estruturas cinematicamente determinadas, Cp é
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o esforgo cortante no ponto p da estrutura real, C, e CD, sdo os esforgos cortantes
no ponto p das estruturas cinematicamente determinadas, Np € o esforco normal no
ponto p da estrutura real, N, e N.D, séo os esfor¢cos normais no ponto p das estruturas
cinematicamente determinadas.

A equacédo de fechamento € uma variacdo do sistema de equacdes, onde as
componentes M. C, e N, séo provenientes do vetor dos termos de carga {f} e as com-
ponentes M, C. e N, provenientes da matriz de rigidez .

3 METODOLOGIA

3.1 ORGANIZACAO DOS DADOS

A analise estrutural em questdo obtém resultados pontuais em estruturas
compostas por barras. A localizacdo de cada ponto é determinada por meio de um
sistema de coordenadas (X, Y) e cada barra € determinada como um segmento de
reta que liga dois pontos.

O sistema de resultante de forcas utilizado para representar o comportamento
da estrutura é composto por acdes e reacdes. Os efeitos de acdo sdo compostos so-
mente por acdes externas e os efeitos de reacdo se dividem entre reacdes externas e
internas. Os efeitos externos possuem direcdo baseada no sistema de coordenadas
global (X, Y) e os efeitos internos possuem direcdo baseada em sistemas de coordena-
das locais (X, Y'). O sistema de coordenadas global é baseado no eixo de coordenadas
de referéncia e os sistemas de coordenadas locais sdo baseados nos eixos das barras.

A configuracdo dos pontos de fixacdo que impedem deslocamento e das liga-
¢des articuladas que inibem o esforco interno de flexdo é realizada por meio da atri-
buicado de valores do tipo verdadeiro ou falso.

3.2 PROCESSAMENTO DE DADOS

O método dos deslocamentos utilizado na implementagcdo computacional di-
fere em alguns topicos do método dos deslocamentos convencional. A primeira dife-
renca observada é que o método convencional obtém diretamente as componentes
vetor dos termos de carga {f} e matriz de rigidez [k], de modo que a configuracdo da
estrutura interfere diretamente nas dimensdes das componentes.

Para obter as mesmas componentes, o método utilizado na implementacao
computacional inicialmente obtém as componentes vetor dos termos de carga lo-
cal {f’} e matriz de rigidez local [k'], de modo que cada barra da estrutura possui
suas proprias componentes com dimensdes fixas {f'}, e [k'], .. ApOs a obtencéo das
componentes locais, com auxilio da matriz de transformacéo por rotacao [R] e do
vetor de espalnamento {e}, o método computacional obtém as componentes que o
meétodo convencional obteve diretamente (MARTHA, 2010).
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Vetor de espalhnamento:

(10)

3x(i+1)-3
3Ix(i+1)—-2
C3x(+1)-1
{e} = 3x(+1)-3
3Ix(j+1)-2
3IX(+1)—-1

Matriz de transformacéao por rotacao:

(11) cos8 sen@ 0,000 0,000 0,000 0,000
—sen@ cos6 0,000 0,000 0,000 0,000

(x]— | 0000 0,000 1000 0,000 0000 0,000

0,000 0,000 0,000 cos® send 0,000

0,000 0,000 0,000 —senf cos@ 0,000

0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 1,000

As barras da estrutura sdo inseridas no programa na forma de segmento de reta,
formando uma lista de barras e uma lista de pontos. O vetor de espalhamento ¢é gerado
em funcédo dos indices dos pontos inicial e final de cada segmento de reta. A matriz
de transformacéo por rotacdo é gerada em funcdo da direcdo do segmento de reta .

Figura 4 — Pdrtico inclinado com duas barras

E=1210F
A=1210" m?

I=1,2103 m*

Fonte: Marha (2010).

Figura 5 - Componentes da barra 0 do portico inclinado

Fonte: Autores.

Barra n® @

Vetor de espalhamento {e}

[e12345]

Matriz de transformacle por rotacdo [R]
]

[[e.6 8.8 8. @ @o. a.
[-8.8 8.6 ©. ©B. 0. @.]
[es & 1. 0 9o 0]
[e. e e 0.6 6.8 0.]
[e. @ @ -0.8 0.6 0.]
[e. 8. e e o 1.1]]
Vetor dos termos de carga lecal no sistema de coordenadas locais {f'}
[9. 0. €. 0. 0. -0.]
Vetor dos termos de carga local no sistema de coordenadas globais [Rt] . {f'} = {}
[e. 8. 8. 8. 0. 8.]
Matriz de rigidez local no sistema de coordenadas locais [k°]
[[ 28808. a. 0. -28800. 8. 8. ]
[ e. 1382.4 3436, Q. -1382.4 3456, ]
[ ] 3456. 11528. a. -3456. 5768. |
[-28808. 8. 8. 28800 8. 8. ]
[ 8.  -1382.4 -3456. 8. 1382.4 -3456. ]

2. 3456. 5768. a. -3456. 11528. ]]
Matriz de rigidez local no sistema de coordenadas glebals [Rt] . [k'] . [R] = [k]
[[ 11252.736 13160.448 -2764.8 -11252.736 -13168.448 -2764.8 ]
[ 13168.448 18929.664 2073.6 -131606.445 -18929.664 2073.6 ]
[ -2764.8 073.6 11520, 2764.8 -2073.6 5768, ]
[-11252.736 -13168.448 2764.8 11252.736 13160.448 2764.8 ]
[-13168.448 -18929.664 -2873.6 1316@.448 18929.664 -2073.6 ]
[ -2764.8 2073.6 5768. 2764.8 -2073.6  11528. ]]
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Barra n® 1

Vetor de espalhamento {e}
(345678

Matriz de transformacdo por rotacdo [R]
1

[[1. & o o e o.
[-e. 1. 2. 0. 0. 0.]
[e. 8. 1. 8. @. 8.]
[8. &. 8. 1. o. 6.]
[e. e @ -5. 1. o.]
[e. 8. 8. 8. o. 1.])
Vetor dos termos de carga local no sistema de coordenadas locais {f'}
[ e. -15. -15. . -15. 15.]
Vetor dos termos de carga local no sistema de coordenadas globais [Rt] . {f'} = {f}
[ e -15. -15. . -15. 15.]
Matriz de rigidez local no sistema de coordenadas locais [k']
[[ 240e8. 8. -24808. :
[ a. 00, 2400, @. -gea. 2400.]
[ 8. 2408,  9608. @. -2400. 4800.]
[-2a000. 0. 9. 24808, 8. 0.]
[ a. -808. -2408. a. gea. -2400.]
[ e. 2408, 4800. e. -2408. 9600.]]
Matriz de rigidez local no sistema de coordenadas globais [Rt] . [k'] . [R] = [k]
[[ 24008. 0. 8. -24000. 0. 0.]
[ L ea 2488, 8. -898. 2400.]
[ 8. 2488. 9688. 8. -2408. 4gea. ]
[-24000. 0. 0. 24000. 0. 0.]
[ 0. -800. -2400. 8. 808, -2409.]
[ a. 2488, 4E08. 8. -2408. 9600.]]
Fonte: Autores.
Figura 7 — Componentes globais do portico inclinado
{f} + [k]{0} = ©
Matriz de rigidez global
[[ 11252.736 13160.448 -2764.8 -11252.736 -13160.448 -2764.8 e. e. a. 1
[ 13166.448 18929.664 2073.6 -13160.448 -18929.564 2073.6 a. a. 6. ]
[ -2764.8 2873.6 11528, 2764.8 -2873.6 5768, a. e. a. 1
[-11252.736 -13160.448 2764.8 35252.736 13160.448 2764.8 24200 e. a. 1
[-13160.448 -18929.664 -2073.6 1316@.448 19729.664 326.4 8. -88e. 2408, ]
[ -2764.8 2873.6 576@. 2764.8 326.4 21128. e. 24p8. 4888, 1
[ a. a. a. -24080. @, @, 24208 . a. 6. ]
[ a. . Q. 8. -gea. -2489. e. gee. 2488, ]
[ 0. 0. 0. 0. 2400. 4800, 0. 2400 9608, 1]
Veter dos termos de carga global
[ 8. B 8 9 -15. -15. . =18, 15.]

Fonte: Autores.

As Figuras 5, 6 e 7 apresentam o procedimento utilizado pelo método computa-
cional para determinar as componentes {f} e [k] da estrutura apresentada na Figura 4.

Por conveniéncia da implementacéo, as componentes locais {f'} e [k'] sdo ob-
tidas no sistema de coordenadas local. Para que elas sejam posicionadas pelo vetor
de espalhamento {e} nas componentes globais {f} e [k], a matriz de transformacéo
por rotacao [R] as convertem para o sistema de coordenadas global (MARTHA, 2010).
Partindo da equacdo {f'} + [k'] . {D'} = O, inicialmente substitui {D'} por uma expressdo
equivalente [R].{D}. Essa substituicdo ocorre porque a matriz de rigidez local (k'] é ob-
tida por meio da aplicacdo de deslocamentos unitarios {D'} (MARTHA, 2010).

(12)
(13)

(14)

Ui+kl{p}=0

[R].{D} = {D}

1+ [k].[R.{D} =0

Posteriormente substitui as componentes {f'} e [k'] por expressdes equivalentes

[RI"{f'} e [RI".[K'].
(15)

(16)

{1
[k]

[RI".{f"}
[R]". [k']
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Por fim obtém-se a equacdo das componentes convertidas.
(17) [RI".[f'] + [R]".[x'].[R]. {D} =0

Onde, [RI"[f] e [RITIK'][R] sdo expressdes que podem ser inicialmente
processadas por barra e posteriormente acumuladas pelo vetor de espalnamento .

Os carregamentos uniformemente distribuidos nas barras sdo inseridos no sis-
tema de coordenadas global. Para determinar os vetores dos termos de carga locais
{f'}, as formulas do engastamento perfeito utilizam carregamentos uniformemente
distribuidos nos sistemas de coordenadas locais.

(18) q(X")=q(X).cos8 + q(¥).s5en 8

(19) qg(¥") = —q(X).senf + q(Y).cos 8

E notavel que as componentes obtidas pelo método convencional
possuem dimensdes menores que as obtidas pelo método da implementacéo
computacional, isso acontece porque na determinacdo das componentes pelo
meétodo convencional aplicam-se deslocamentos virtuais somente nos nos da
estrutura que nado estéo restringidos a deslocamentos, enquanto na determinacao
das componentes pelo método da implementacdo computacional aplicam-se
deslocamentos virtuais em todos os nos da estrutura. A vantagem desse método
€ que nele o sistema de equacdes € subdividido e a determinacéo das reacdes de
apoio é direta (MARTHA, 2010).

Subdiviséo do sistema de equacdes que determina as reacdes de apoio:

(20) [k]qurafoura' {D:}Liwe + [k]L:'i-'w}cFi.ro' {D}F:'.xo = {f}L:'i-'?'s
(21) [k]Ff.rafoura' {D}Livrs + [R]FEIDKFI:X'D' {D}Ff.ro = {ﬂFixn

As deslocabilidades nos nos restringidos a deslocamentos sdo nulas e neles sur-
gem esforcos de reacdo opostos aos esforcos externos.

(22) {D}F‘l’.:n:r =0
(23) [k]LTUPB}CqurB' {B}qure = {f}L[’ur'B
(24) [k]Fi.raxLiurﬂ' {B}L-I:UT‘B = {f}F‘l'.n:r

Onde, Fixo representa a localizacéo e a direcao de um ponto restringido a des-
locamento, Livre representa a localizacdo e a direcdo de um ponto néo restringi-
do a deslocamento, (D], séo as deslocabilidades ndo nulas (incognitas do primeiro
sistema), {f},, _ séo as reacdes de apoio (incognitas do segundo sistema).

Apesar dos nos restringidos a deslocamentos possuirem deslocabilidades efe-
tivas nulas, as deslocabilidades unitarias aplicadas nesses nos sao utilizadas para de-
terminar as reacdes de apoio.
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Figura 8 — Sistema de equacdes do portico inclinado

Restricdo a deslocamento
[fixo] [fixo] [fixo] [livre] [livre] [livre] [fixo] [fixo] [fixo]
[k]livre x livre . {D}livre = {f}1livre
[k]livre x livre
[[35252.736 13160.448 2764.8 |
[13160.448 19729.664 326.4 ]
|

[ 2764.8 326.4 21120, 1
{f}livre
[ e. -15. -15.]
{D}1ivre

[ 2.00245038 -0.00104824 -2.00875299]
[k]fixo x livee . {D}livre = {f}fixo
[k]fixo x livre

[[-11252.736 -13160.448 -2764.8 ]
[-13160.448 -18929.664 2073.6 ]
[ 2764.8 -2073.6 5760. ]
[-24000. a. 8. 1
[ a. -808. -24p8. ]
[ a. 2408, agea. 1]

{f}fixo

[ 10.828915655 12.35424087 -8.91835269 -18.88915655 17.64575993
-21.13811287]

Fonte: Autores.
A Fgura 8 apresenta os sistemas de equacdes da estrutura apresentada na Figura
4. A resolucéo do sistema de equacdes foil programada, baseando-se no Método de

Gauss disponibilizado na literatura de Dormnelles Filho (2016).

Figura 9 — Equacdo de fechamento do portico inclinado

apdzgs 42 # 42 #

Equaciio de fechamento

Esforg¢o interno P = (aso @ P + Caso 1 Px D1 +Caso 2P xD 2+ ... +CasonPxDn

Equaclio de fechamento de momento fletor

Caso @

[ e 8. -15 15.]

Caso n

[[-2764.8 2073.6 11528, 2764.8 -2073.6 S760. a. a. . ]
[-2764.8 20873.6 576@. 2764.3 -2873.6 11528, a. a. e. ]
[ B. a. a. 8. 2484, 9680. 8. -24ea. 4380, ]
[ e. a. a. 8. 2481, 4380, e. -24p8. 96808, ]]

Equacdo de fechamento de esforco cortante

Caso @

[ e. e.-15 -15.]

Caso n

[[ 13160.448 18929.664 2073.6 -1316@.448 -18929.664 2073.6 8. a. 2 1
[-13168.448 -18929.664 -2873.6 13168.448 18929.664 -2073.6 a. a. 8. ]
[ a. . a. a, 800, 2404, Q. -329, Mpe. ]
[ a. 8. 8. a. -BBa. -2488., 8. B8, -xp8. 1]
Equaclio de fechamento de esforco normal

Caso @

[e. &, 8, @.]

Caso n

[[ 11252.736 13160.448 -2764.8  -11252.736 -13160.448 -2764.8 a. a. e. 1]
[-11252.736 -13160.448 2764.8 11252.736 1316@.448  2764.8 a. a. 8. ]
[ a. . a. 24008, 8. 8. -24000. 8. e. 1]
[ a. 8. a. - 24008, a. a. 24000 a. e. 1

aRpdzgs 2 #2

Fonte: Autores.

A Figura 9 apresenta as componentes da equacao de fechamento da estrutura
apresentada na Figura 4.
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Figura 10 — Resultados finais do portico inclinado

it Wit it Wit Wit #

Resultados
Reagdes de apoio

[ 1@.80915655 12.35424087 -0.91835269 e. a.
2. -109.88915655 17.64575993 -21.13011287)

Deslocabilidades

[ a. ;8 2. 2.80045833 -0.00184324 -2.80975299
0. 0. 0. |

Diagrama de momento fleter

[ -8.91835269 -5.25555329  5.25555329 -21.13811287]

Diagrama de esforco cortante

[-1.234781196224449, 1.234781196224449, 12.354249070696207, 17.6457599293083793]
Diagrama de esfor¢o normal

[16.368885985538597, -16.368885985538597, 19.809156548302715, -10.809156545302715]

Fonte: Autores.

A Figura 10 apresenta os resultados finais da analise da estrutura apresentada
na Figura 4.

Nota-se que, analisando os resultados finais nos nos onde nédo ha restricdo a
deslocamentos, a reacdo de apoio € nula e a deslocabilidade é determinada como
uma reacao a favor do conjunto de acdes externas. Nos nos onde ha restricdo a des-
locamento, a deslocabilidade é nula e a reacdo de apoio € determinada como uma
reacdo contraria ao conjunto de acdes externas.

A combinacao entre deslocabilidades efetivas, pontos de fixacao e ligacdes arti-
culadas € utilizada para determinar a configuracdo deformada da estrutura.

4 RESULTADOS

Para comprovar o funcionamento do programa, sdo propostos quatro exemplos
disponibilizados pela literatura de Martha (2010). O autor apresenta os exemplos na
forma de representacao grafica e resultados nodais. Com o objetivo de comparar os
resultados obtidos, os exemplos sdo modelados no programa criado, na forma de re-
sultados nodais e no Ftool na forma de respresentacao grafica e resultados nodais. O
linkpara download dos arquivos dsos exemplos modelados no Ftool estdo disponiveis
no APENDICE B.

Figura 11 - Estrutura 1

12 kN/m

HITTTITITTI,

d

dl
e s b5

é ey
|-l— 6m
EIl'=96 x 10* kNm?
Fonte: Martha (2010).
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A Figura 11 apresenta um portico configurado com seis nos, seis barras, dois
pontos de fixacdo responsaveis pelo surgimento de quatro esforcos de reacdo, um
quadro fechado e duas ligacdes articuladas. A estrutura esta exposta a cargas pontu-
ais e carregamentos uniformemente distribuidos.

A estrutura disponibilizada pela literatura possui barras com produto entre mo-
dulo de elasticidade e momento de inércia com valores iguais a. Para que a estrutura
fosse modelada pelo programa, foram arbitrados a secdo transversal e a0 momento
de inércia valores respectivamente iguais a e.

Quadro 1 — Dados de entrada nodais da estrutura 1

N° Coordenadas Restricdes a deslocamentos P (kN)
X Y Horizontal Vertical Rotacdo Fx Fy Mz
0 0 0 Falso Verdadeiro Falso 0 0 0
1 0 3 Falso Falso Falso -20 0 0
2 0 6 Falso Falso Falso -20 0 0
3 6 6 Falso Falso Falso 0 0 0
4 6 3 Falso Falso Falso 0 0 0
5 6 0 Verdadeiro | Verdadeiro | Verdadeiro 0 0 0

Fonte: Autores.

Quadro 2 — Dados de entrada das barras da estrutura 1

N° _ : Localizaf;éo : q (kN/m) A(m2) | 1(ma) E (kzN/
Inicio | Rétula | Fim Rétula Fx Fz m2)
0 0 Falso 1 Falso 0 0 0,12 | 00016 | 6x107
1 1 Falso 2 Falso 0 0 0,12 | 00016 | 6x107
2 2 Falso 3 Verdadeiro 0 -12 0,12 | 00016 | 6x107
3 3 Vdeerﬁz 4 Falso 0 0 012 | 00016 | 6x107
4 4 Falso 5 Falso 0 0 0,12 | 00016 | 6x107
5 1 Falso 4 Verdadeiro 0 0 0,12 | 00016 | 6x107

Fonte: Autores.
Os Quadros 1 e 2, enumerando de forma arbitraria os nos e as barras da estru-
tura apresentada na Figura 11, apresentam a configuracdo da estrutura na forma de

dados de entrada do programa.

Quadro 3 — Reacdes nodais estrutura 1

Coordenadas Deslocabilidades Reacao de apoio
N° Horizontal | Vertical | Rotacido Mz
X (m) Y (m) (m) (m) (rad) Fx (kN) | Fy (kN) (kN.m)
0 0 0 -54 x 10 - 6,2 x10* - 50,99 -
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Coordenadas Deslocabilidades Reacao de apoio
N X | v H”Z:)“tal Ve(r;:;:al R‘z::g)% Fx (kN) | Fy (kN) (km; )
1 0 3 -0,0024 -2,1x10% | 6,2x10* - - -
2 0 6 -0,0042 -40x10% | 14x10* - - -
3 6 6 -0,0042 -2,0x10°% 0 - - -
4 6 3 -0,0023 -88x10° | 94x10* - - -
5 6 0 - - - 40 21,01 | -90,07

Fonte: Autores.

Quadro 4 — Reacdes das barras estrutura 1

Momento fletor (kN.m) | Esforco cortante (kN) | Esforco normal (kN)

N°|L(m) | © (rad) - - - . . -

Inicial Final Inicial Final Inicial Final
0 | 3,00 n/2 0 0 0 0 50,99 -50,99
1| 300 /2 -29,56 -60,37 -29,98 29,98 -46,06 46,06
2 | 6,00 0 60,37 0 46,06 25,94 9,98 -9,98
3| 3,00 -n/2 0 29,93 9,98 -9,98 25,94 -25,94
4 | 3,00 -n/2 -29,93 -90,07 -40 40 21,01 -21,01
51 6,00 0 29,56 0 4,93 -4,93 -49,98 49,98

Fonte: Autores.

Ainda, seguindo a mesma ordem de enumeracao dos Quadros 1 e 2, os Quadros
3 e 4 apresentam os resultados obtidos pelo programa.

A direcdo da barra (0) € dada por meio de um angulo de rotagdo que € medido
no sentido anti-horario a partir de uma linha paralela ao eixo X, caso o seu valor ul-
trapasse, ela é medida rotacionando no sentido horario e recebe um valor negativo.

Figura 12 — Estrutura 2

Modulo ds slzsticidads
do material:
E=20x10FkN/m?

1~ Ay
L&

IB
£
[~}
g0 transoersal-
E =] L=5:1'10'5m'
Fli“ — L=84z10emt
m
Fonte: Martha (2010).

p ¥
—

— —E Mowmantos de inércis da
b

A Figura 12 apresenta um portico configurado com trés nos, duas barras e dois
pontos de fixacado responsaveis pelo surgimento de quatro esforcos de reacéo. A es-
trutura esta exposta a recalque diferencial.

A estrutura disponibilizada pela literatura possui barras com modulo de
elasticidade E e momento de inércia [ com valores respectivamente iguais a E=2x108
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kN/m?2 e 1=5,1X10-"m* Para que a estrutura fosse modelada no programa, foi arbitrado
o valor a secdo transversal A o valor de A=0,02m?

Na analise da estrutura exposta a efeitos de recalque diferencial a unica altera-
¢ao no software € a obtencdo do vetor dos termos de carga por meio da multiplica-
cao entre os recalques e matriz de rigidez.

Quadro 5 — Dados de entrada nodais da estrutura 2

Coordenadas Restri¢cdes a deslocamentos Recalque
N® X(m) | Y (m) Horizontal Vertical Rotacdo | X(m) | Y(m) | Z (rad)
0 0 0 Verdadeiro | Verdadeiro | Verdadeiro 0 -0,01 0
1 0 2 Falso Falso Falso - - -
2 4 2 Falso Verdadeiro Falso 0 - 0

Fonte: Autores.

Quadro 6 — Dados de entrada das barras da estrutura 2

Ponto incial Ponto final E (kN/
N° — , — , A(m2) | I(m4) s
Localizacdo | Rétula Localizacéo Rétula m?)
0 0 Falso 1 Falso 0,02 5,1x10°° 2x108
1 1 Falso 2 Falso 0,02 5,1x10°3 2x108

Fonte: Autores.
Os Quadros 5 e 6, enumerando de forma arbitraria os nos e as barras da estru-
tura apresentada na Figura 12, apresentam a configuracdo da estrutura na forma de

dados de entrada do programa.

Quadro 7 — Reac¢des nodais estrutura 2

Coordenadas Deslocabilidades Reacdo de apoio
N x| Yo H°r;rzr‘1’)“tal Vertical (m) R‘(’::g?° Fx (kN) | Fy (kN) (k’N"_zm)
0 0 0 - - - 0 -191 -7,65
1 0 2 -0,0015 -0,0100 0,0015 - - -
2 4 2 -0,0015 - 0,0030 - 191 -
Fonte: Autores.
Quadro 8 — Reacdes das barras estrutura 2
Momento fletor Esforco cortante Esfor¢co normal
N° | L(m) | O (rad) (kN.m) (kN) (kN)
Inicial Final Inicial Final Inicial Final
0 2,00 m/2 765 -765 0 0 191 -191
1 4,00 0,00 765 0 191 -1,91 0 0

Fonte: Autores.
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Ainda, seguindo a mesma ordem de enumeracdo dos Quadros 5 e 6, os Qua-
dros 7 e 8 apresentam os resultados obtidos pelo programa.

Figura 13 - Estrutura 3

T Secao

transversal

E o
_I_ _1 fr = 060 M
y A i

y =030m b=020m

12°C

& |t' =10® kN/m?

wk :
a=12x10"/°C
|
fe—— 4 m —)—L-(iﬁm —)-I

Fonte: Martha (2010).

A Figura 13 apresenta um portico configurado com trés nos, duas barras e dois
pontos de fixacdo responsaveis pelo surgimento de quatro esforcos de reacdo. A es-
trutura esta exposta a deformacéo proveniente da variacéo de temperatura.

A estrutura disponibilizada pela literatura possui barras com modulo de
elasticidade E, momento de inércia I, secdo transversal A, altura da secao transversal
h e coeficiente de dilatacao térmica a com valores respectivamente iguais a E=1X108
kN/m?, 1=3,6x10° m* A=0,12 m2, h=0,6 m e a=1,2x10°C°™.

Na analise da estrutura exposta a efeitos de deformacéo devido a variacao de
temperatura, as unicas alteracdes no software, sdo as formulas de determinacéo das
reacdes do engastamento perfeito.

Quadro 9 — Dados de entrada nodais da estrutura 3

N° Coordenadas Restri¢cdes a deslocamentos
X (m) Y (m) Horizontal Vertical Rotacao
0 0 0 Verdadeiro Verdadeiro Falso
1 4 3 Falso Falso Falso
2 10 3 Verdadeiro Verdadeiro Falso
Fonte: Autores.
Quadro 10 — Dados de entrada das barras da estrutura 3
Ponto incial Ponto final
N° —— - —— - A(m?) | I (m4) E (kzN/
Localizacao Rétula Localizacéo | Rétula m2)
0 Falso 1 Falso 012 |36x103| 1x108
1 1 Falso 2 Falso 0,12 3,6x103 1x108
N® H (m) CG(m) | Alfa(C-1) ATIO,,..., (C°) AT[(GC’:]gYm
0 0,6 03 1,2x10° 0 12
1 0,6 03 1,2x10°° 0 12

Fonte: Autores.
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Os Quadros 9 e 10, enumerando de forma arbitraria os nos e as barras da estru-
tura apresentada na Figura 13, apresentam a configuracdo da estrutura na forma de
dados de entrada do programa.

Quadro 11 — Reacdes nodais estrutura 3

Coordenadas Deslocabilidades Reacdo de apoio
N° Horizon- . Rotacéo Mz
X(m) | Y (m) tal (m) Vertical (m) (rad) Fx (kN) | Fy (kN) (KN.m)
0 0 0 - - 2,8X10°¢ 93,25 2797 -
1 0 2 -3,9x10* 0,0011 3,7x10°® - - -
2 4 2 - - 79x107° -93,25 | -2797 -

Fonte: Autores.

Quadro 12 — Reacdes das barras estrutura 3

Momento fletor Esforco cortante | Esfor¢co normal

Ne° L(m) | O (rad) (kN.m) (kN) (kN)
Inicial Final Inicial Final Inicial Final
0 5,00 0,64 0 167,83 33,57 -33,57 | -9137 91,37
1 6,00 0,00 -167,83 0 -2797 2797 -93,24 93,24

Fonte: Autores.

Ainda, seguindo a mesma ordem de enumeracdo dos Quadros 9 e 10, os Qua-
dros 11 e 12 apresentam os resultados obtidos pelo programa.

Figura 14 — Estrutura 4

Z = E =105 kN/m?
50 oC i 50 oC 50 oC El 50 oC —_—
%M im&uu m&& Avaiin
s = h=0,60
e—3m —sbe—3m —she— 3 —pe—sm —I§ DL
=1

Fonte: Martha (2010).

A Figura 14 apresenta uma viga configurada com cinco noés, quatro barras e trés
pontos de fixacao responsaveis pelo surgimento de quatro esforcos de reacéo. A es-
trutura esta exposta a combinacao dos trés os tipos de solicitacdo externa.

A estrutura disponibilizada pela literatura possui barras com modulo de
elasticidade E, momento de inércia I, secao transversal A, altura da secédo transversal
h e coeficiente de dilatacdo térmica a com valores respectivamente iguais a E=1X10
kN/m?, 1=3,6X10-3 m*, A=0,12 m? h=0,6 m e a=1,2x105 C°*,

A analise de estruturas expostas a combinacao de diferentes tipos de solicitacdes
externas pode ser obtida por meio da soma dos resultados obtidos individualmente.
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Quadro 13 — Dados de entrada nodais da estrutura 4

Coordenadas Restri¢cdes a deslocamentos P (kN) Recalque
N° . . - X Z
X(m) | Y(m) | Horizontal | Vertical | Rotacdo | Fx | Fy | Mz (m) Y (m) (rad)
0 0 0 Verdadeiro | Verdadeiro Falso 0 0 0 0 0 -
1 3 0 Falso Falso Falso 0 1[-40] O - - -
2 6 0 Falso Verdadeiro Falso 0 0 0 - 0 -
3 9 0 Falso Falso Falso 0 [-40] O - - -
4 12 0 Falso Verdadeiro Falso 0 0 0 - | -003 -
Fonte: Autores.
Quadro 14 — Dados de entrada das barras da estrutura 4
Ponto incial Ponto final kN/m
N® o i ’1 . ’ ql( ) A(m2) | 1(ma) E (kzN/
Inicio | Rétula Fim Rétula Fx Fy m?2)
0 0 Falso 1 Falso 0 0 0,01 0,001 108
1 1 Falso 2 Falso 0 0 0,01 0,001 108
2 2 Falso 3 Falso 0 0 0,01 0,001 108
3 3 Falso 4 Falso 0 0 0,01 0,001 108
N° H (m) CG (m) Alfa (C°-1) AT[G)]Superior (C°) AT[O], ..., (C°)
0 0,6 03 103 50 0
1 0,6 03 103 50 0
2 0.6 0.3 103 50 0
3 0,6 03 103 50 0

Fonte: Autores.

Os Quadros 13 e 14, enumerando de forma arbitraria os nos e as barras da estru-
tura apresentada na Figura 14, apresentam a configuracdo da estrutura na forma de
dados de entrada do programa.

Quadro 15 — Reacdes nodais estrutura 4

Coordenadas Deslocabilidades Reacdo de apoio
Ne° . =
X (m) |Y(m) H°’;fr‘l’)“tal Vertical (m) R?::§?° (:;) Fy (kN) (kf\l"_zm )
0 0 0 - - 0,002 - 12,5 -
1 3 0 0,001 0,003 0,000 - - -
2 6 0 0,002 - -0,003 - 55 -
3 9 0 0,002 -0,012 -0,005 - - -
4 12 0 0,003 - -0,007 - 12,5 -

Fonte: Autores.
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Quadro 16 — Reacdes das barras estrutura 4

Momento fletor Esforco cortante Esforco normal

Ne¢ L (m) O (rad) (kN.m) (kN) (kN)
Inicial Final Inicial Final Inicial Final
0 3,00 0,00 0,00 3750 12,50 -12,50 0,00 0,00
1 3,00 0,00 -3750 -45,00 -27,50 2750 0,00 0,00
2 3,00 0,00 45,00 37,50 27,50 -2750 0,00 0,00
3 3,00 0,00 -3750 0,00 -12,50 12,50 0,00 0,00

Fonte: Autores.

Ainda, seguindo a mesma ordem de enumeracao dos Quadros 13 e 14, os Qua-
dros 15 e 16 apresentam os resultados obtidos pelo programa.

5 CONCLUSAO

Conclui-se que, levando em conta os resultados obtidos, a ferramenta pode ser
utilizada por instituicdes como material complementar, pois 0 manuseio dos codigos
do programa possibilita o contato com uma estrutura de processamento de dados
semelhante a utilizada pelo Ftool

Como sugestéo para trabalhos futuros:

-Implementar a modelagem 3D;

-Implementar processos iterativos e incrementais de analise ndo linear;

-Adicionar a exposicao a cargas trapezoidais;

-Adicionar a exposi¢cdo a cargas moveis.
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APENDICE A — CODIGOS DO PROGRAMA

Neste apéndice esta disponivel o /ink para download dos codigos do programa em
linguagem Python:. https://drive.google.com/drive/folders/1YKVINy TNuM5NR5NQNx
Fk1Dtt57gBJOl?usp=sharing

APENDICE B - MODELAGEM FTOOL

Neste apéndice esta disponivel o link para download dos arquivos da estrutura
modelada no Ftool: https://drive.google.com/drive/folders/1PniYcCEOoopzaFDJr8b1B
Y7MQDebp4Pdf?usp=sharing
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