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RESUMO

Neste trabalho é apresentada uma aplicacdo da algebra linear na engenharia elétrica,
que tem como fundamento a andlise de circuitos elétricos em corrente continua, ba-
seado em um circuito elétrico, no qual contém dois resistores de 220, dois de 10Q e um
de 47Q) juntamente com duas fontes de tensao de 9V e pequenos fios condutores, isso
montado em uma protoboard. Empregou-se nesse circuito, nomeado no artigo como
circuito base, ferramentas da algebra linear, com énfase na solucéo de sistemas lineares,
1SsO juntamente com ferramentas da fisica elétrica: A Lei de Ohm e As Leis de Kirchhoff.
Os dispositivos do circuito base foram selecionados de forma que os valores encontra-
dos como solucéo do sistema linear, retirado algebricamente do circuito base, tivessem
valores possiveis de ser escrito na forma de fracao, isso para uma demonstracao facil
dos calculos matematicos. Os resultados experimentais encontrados matematicamente
foram comparados com os resultados encontrados no multimetro, considerando as to-
lerancias de cada dispositivo.
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ABSTRACT

This work presents an application of linear algebra in Electrical Engineering, based on
the electric circuits analysis in direct current, based on an electric circuit, in which it
contains two resistors of 22Q, two of 10Q and one of 47Q together with two 9V volta-
ge sources and small conductive wires, this mounted on a protoboard. In this circuit,
named in the article as a base circuit, tools of linear algebra, with emphasis on the so-
lution of linear systems, this together with tools of electrical physics: Ohm'’s Law and
Kirchhoff's Laws. The base circuit devices were selected so that the values found as
a solution of the linear system, taken algebraically from the base circuit, had possible
values to be written in fraction form, for an easy demonstration of the mathematical
calculations. The experimental results found mathematically were compared with the
results found in the multimeter, considering the tolerances of each device.
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1 INTRODUCAO

E possivel definir de maneira simples a algebra linear por meio da disjuncéo desses
dois vocabulos, ou seja, a palavra algebra e a palavra linear. A dlgebra € a manipulacdo de
operacdes matematicas entre valores numericos juntamente com termos desconhecidos
ou incognitas, isso por simbolos que expressam igualdade ou desigualdade entre esses va-
lores e termos pertencentes a esse meio. No momento em que essas operacdes séo bem
definidas e descritas de forma linear pode-se dizer que esta definida a algebra linear, um
ramo da matematica que surge de detalhados estudos de sistemas de equacdes lineares.

Nesse ramo da matematica vetores; espacos vetoriais; espacos vetoriais eucli-
dianos; transformacodes lineares; operadores lineares; vetores proprios e valores pro-
prios; formas quadraticas; matrizes; determinantes e sistemas de equacdes lineares
sdo ferramentas pertencentes a algebra linear. Vale ressaltar, todavia, que apenas as
trés ultimas serdo objetos de estudos, com o intuito de apresentar aplicacdes desse
ramo da matematica na engenharia elétrica, tendo como foco principal a analise de
circuitos elétricos em corrente continua.

Um curso formador de engenheiros eletricistas ¢ de grande importancia que,
esse, passe para o individuo a importancia da utilizacdo das ferramentas matematicas,
como por exemplo, as disciplinas da area da matematica, as quais compdem um cur-
so de engenharia ou especificamente a engenharia elétrica, area de foco neste artigo.
Por esse motivo vale introduzir, antes do desenvolvimento da pesquisa documental
e experimental, a definicdo de uma das expressdes mais importante desse trabalho.

A juncao de determinados elementos, os quais compdem um circuito elétrico
elementar sdo de grande importancia para a definicdo do mesmo, isso porque existe
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uma diferenca que ira ser discutida mais adiante entre um circuito elétrico elementar
e um circuito ndo elementar. Para o surgimento de um circuito elétrico € preciso unir
trés elementos: uma fonte de diferenca de potencial elétrico, um condutor elétrico
e um elemento capaz de utilizar a energia elétrica. E importante levantar que esse
trabalho gira em torno da aplicacédo da algebra linear em analise de circuitos elétricos,
apenas, em corrente continua.

2 GRANDEZAS FiSICAS DE CIRCUITOS ELETRICOS

Em um circuito elementar, ou seja, em um circuito elétrico na sua menor for-
ma possivel as grandezas fisicas: corrente; tenséo; resisténcia e poténcia elétrica sdo
encontradas de maneira simples, apenas necessitando de aplicacdes de determinas
leis fisicas. Entretanto em circuitos elétricos mais complexos, nos quais existem varios
dispositivos elétricos é preciso a aplicacdo da algebra linear para poder encontrar os
valores numeéricos das grandezas elétricas, isso por meio das resolucdes de sistemas
de equacdes lineares. Para tratar de circuitos elétricos € necessario definir as princi-
pais leis fisicas que regem o comportamento das grandezas fisicas em um circuito
elétrico, seja ele simples ou complexo, as quais sdo: a lei de Ohm e as leis de Kirchhoff.

A lei de Ohm relata que a (tensdo elétrica) ou a diferenca de potencial elétrico,
representado pela letra maiuscula V, € igual ao produto da resisténcia elétrica pela
corrente elétrica, ou seja, mantendo-se constante o valor da tensédo elétrica em um
circuito com temperatura, também, constante, o fluxo de elétrons que passa pela
seccdo transversal de um meio condutor em um determinado intervalo de tempo
(corrente elétrica), representado pela letra maiuscula I, é inversamente proporcional
ao quanto um determinado meio resiste a passagem desses elétrons (resisténcia elé-
trica), representado pela letra maiuscula R, como mostra a Figura 1.

Figura 1- Representacdo de um circuito elementar

V=Rxl

Fonte: Préprio Autor
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No circuito da Figura 1, um circuito elementar, conhecendo duas grandezas
quaisquer que sejam, € simples encontrar a terceira grandeza apenas aplicando a lei
de Ohm. Todavia, como ja foi dito, em circuitos elétricos mais complexos, como vai
ser mostrado logo em seguida, para poder descobrir determinadas grandezas em de-
terminados circuitos elétricos é preciso utilizar conhecimentos algébricos.

As duas leis de Kirchhoff: lei de Kirchhoff das correntes e lei de Kirchhoff das ten-
sdes, relata que: a primeira, a soma algébrica das correntes que entram em um no é
igual a soma algébrica das correntes que saem de um no, sabendo-se que um noé em
circuitos elétricos € um ponto que uni as extremidades de trés ou mais dispositivos
elétricos, como mostra a Figura 2.

Figura 2 — Circuito representante para a forma algébrica da primeira lei de Kir-
chhoff

13=11+I12

Fonte: Proprio Autor

A segunda, a soma algebrica das tensdes elétricas em uma malha de um cir-
cuito elétrico é igual a zero, sabendo-se que malha em circuitos elétricos € um curso
condutor cujo 0 no inicial coincide com o no final de forma que esse curso nao en-
globe nenhum outro curso, como mostra a Figura 3.
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Figura 3 — Circuito representante para a forma algébrica da segunda lei de Kir-
chhoff

ﬁ ﬁ
H M
R1 R2
! —
Tvi  Mahaa 1 R3 Malha V2
11 12
— —
H H
E _
R3 R4
Equacéo da Malha O -(V1)+(R1x ) +(R5x13) +(R3X 1) =0
Equagéo da Malha [3 -(V2) +(R2x13) +(R5 x 13) + (R4 x12) =0

Fonte: Proprio Autor

E notdrio que no momento em que se aplicam as leis de Kirchhoff em
circuitos elétricos surge um sistema de equacdes lineares, onde nesse caso

€ um sistema linear de trés equacdes, o qual pode ser resolvido por meio de
varios artificios algébricos.

3 SISTEMAS DE EQUAGOES LINEARES

Equacdes lineares sdo varias equacdes da forma como mostra a Figura 4.

Figura 4 — Forma algébrica de uma equacao linear
axstaztan:+...+axn=b

Fonte: Proprio Autor

Na qual x1,x2,X3,..., Xn SAO as variaveis; ai, az, as, ..., an S&0 0S respectivos coe-
ficientes das variaveis e b € o termo independente. Para que exista um sistema
de equacdes lineares sao necessarias varias equacdes lineares, na qual a so-
lucédo de uma equacéo linear, ou seja, o valor de uma determinada variavel, a
qual faz a igualdade da equacéo ser real, seja a solucdo, ndo somente de uma
equacao, mas sim de todas as equacdes do sistema.

A partir disso pode-se dizer que quando a solucdo de uma equacao
(r) pode ser também validada como solucao de outras equacdes, como por
exemplo, as equacdes (s) e (t), € veridico afirmar que as equacdes (r), (s) e (t)
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sdo um conjunto de equacdes que formam um sistema de equacdes lineares.
Segue logo abaixo, na Figura 5, a representacdo de um sistema linear.

Figura 5 — Sistema linear formado por varias equacdes lineares
amdr FammzFanks .. Fankn =

an¥i tamatasx:+...+amke=hz

ax:X¥: @z tanX:+..+a:nXn=b:

AmiXs * am2X2 + @maXz ¥ ... ¥ @mnXn = bm

Fonte: Proprio Autor

Existem sistemas de equacdes compativeis e incompativeis. Os sistemas
de equacdes compativeis sdo os sistemas que admitem solucdes para as equa-
cbes, todavia os sistemas de equacdes compativeis se dividem em sistemas
determinados, os quais admitem apenas uma unica solucdo e sistemas inde-
terminados, 0os quais admitem, ndo apenas uma unica solucao, mas infinitas
solucgdes. Ja os sistemas de equacdes incompativeis sdo os sistemas que néo
admitem nenhuma solucéo.

E importante ressaltar que existem varios métodos para se determinar a solucdo
de um sistema de equacdes lineares, como por exemplo, os metodos: Gauss-Jordan;
matriz inversa; Cramer, substituicdo, comparacdo e soma. Neste artigo, todavia, ira
ser topico de solucado de sistemas lineares apenas o método de Cramer.

O método de Cramer, nomeado assim em homenagem a Gabriel Cramer
(1704 - 1752) por ter trabalhado de maneira consideravel com sistemas lineares
com o intuito de achar solu¢cbdes em termos de determinantes. Esse méetodo é
estruturado com base na existéncia de um sistema de equacdes lineares S, como
0 que € mostrado na Figura 5, ou seja, um sistema de m equacdes com n incog-
nitas sobre IR.

A partir disso é necessario transformar esse sistema S em trés matrizes: uma
matriz A do tipo m porn; uma matriz X do tipo n porl e uma matriz B do tipo mporl,
respectivamente. Entdo dessa forma o sistema de equacdes lineares S podera ser es-
crito sob a forma matricial A.X=B, onde: A recebe o0 nome de matriz dos coeficientes
de S; X recebe o0 nome de matriz das incégnitas de S e B recebe o0 nome de matriz dos
resultados de cada equacao de S, como € mostrado na Figura 6.
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Figura 6 — Representacao de um sistema de equacdes lineares S na forma ma-
triclal AX=B

an . . . a1n X1 b
az . ) ) azn X2 b:
as ] ] ] asn X3 b:
ami . . . amn Xn bn

Fonte: Préprio Autor

Com a obtencdo da transformacédo do sistema linear para a sua forma
matricial, para ser possivel encontrar a solucédo do sistema linear € necessario
obter o valor do determinante geral, ou seja, o determinante da matriz A. Jun-
tamente a isso é necessario, também, obter o valor do determinante de cada
incognita, o qual € obtido atraves da substituicao de determinada coluna da
matriz A pela matriz B.

Esse determinante € encontrado por meio da matriz que surge quando
se substitui a coluna da incognita escolhida, a qual esta presente na matriz A,
pela matriz B. Essa nova matriz € nomeada pelo tipo da incognita escolhida,
como por exemplo, matriz da incognita x,; matriz da incégnita x,; matriz da
incognita x, ou matriz da incognita x . E exatamente o determinante dessa
nova matriz, a qual depende da incognita escolhida, o determinante de cada
incognita, o qual depende, também, da incognita escolhida.

Com o valor do determinante geral e o determinante de cada incognita, para se
obter o valor da incognita propriamente dita é preciso, apenas, obter a razdo entre o
determinante da incognita escolhida e o determinante geral. Vale ressaltar que esse
meétodo ira ser utilizado como ferramenta para solucionar o sistema de equacdes
lineares retirado do circuito elétrico utilizado como base e dessa forma a utilizacdo
desse método ficara clara.

4 DETERMINACAO DAS CORRENTES DE UM CIRCUITO ELETRICO

Foi utilizado, neste artigo, como base para a demonstracéo da aplicacdo da al-
gebra linear na engenharia elétrica, em especificamente na analise de circuitos elétri-
cos em corrente continua, um circuito elétrico formado por cinco resistores: dois de
22Q); dois de 10Q e um de 47Q juntamente com duas fontes de tensdo de 9V como
mostra a Figura 7.
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Figura 7 — Circuito Base

I
I

Fonte: Proprio Autor

Com os conhecimentos de resolucdes de sistemas lineares, topico da
algebra linear, juntamente com a lei de Ohm e as leis de Kirchhoff, foi possivel
encontrar as trés correntes elétricas, as quais foram demonstradas por meio
de vetores na Figura 7. O desenvolvimento matematico das equacdes lineares
retiradas das duas malhas do circuito base, por meio das leis de Kirchhoff, até
determinar as correntes Iy, [z e I3, ou seja, a solucdo do sistema linear montado
a partir do circuito base, € demonstrado na Fgura 8, no qual foi utilizado o meé-
todo de Cramer para solucionar o sistema linear.

Figura 8 — Demonstracdo da determinacao das correntes do circuito base

Pela primeira lei de Kirchhoff:

li+lz2=13 Dessa forma tem-se:
lh+lz2-13=0 lh+lz-1=0
321 + 012+ 471:=9
Pela segunda lei de Kirchhoff: Oli +3212+471:=9
Malha 1
-9+221 +471:+1011=0 - - - =- - -
3211 +4713=9 1 1 -1 l4 0
3211 + 012+ 471:=9 32 0 47 e l=] o
Pela segunda lei de Kirchhoff: | 0 32 47 I3 9
Malha 2 - - e e
-9+10l2+471: +2212=0
3212 +471:=9

Ol + 3212 +471:=9



Derteminante Geral

1 1 -1

32 0 47

0 32 47
1 1 -1 1 1
32 0 47 32 0
0 32 47 0 32

AG=(0+0-1024)-(1504 + 1504 -0 )
AG = -1024 - 1504 - 1504
AG = - 4032

Determinante Iz

1 0 -1

3z 9 47

0 9 47
1 0 -1 1 0
32 9 47 32 9
0 9 47 0 9

Al2=(423+0-288)-(0+423-0)

Determinante I1

0 1 -1

9 0 47

9 32 47
0 1 -1 0 1
9 0 47 9 0
9 32 47 9 32

Al=(0+423-288)-(423+0-0)
Al=423 -288 -423
Al =-288

Determinante |z

[ 1 1 U_
32 0 9
0 3z 9
1 1 0 1 1
32 0 9 32 0
0 3z 9 0 32

Als=(0+0+0)-(288+288+0)

Al2=423-288-423 Alz=-288 - 288
Alz=-288 Alz=-576
lhi= Al 2= Al = Als
AG AG AG
lh= -288 lz= -288 Is= -576
-4032 -4032 -4032
lh=_1p =1 a I3=1_p
14 14 7
l1=71,429mA l2=71,429mA I3 =142,85TmA

Fonte: Proprio Autor
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5 RESULTADOS EXPERIMENTAIS

O circuito base, mostrado na Figura 7, foi montado em uma placa proto-
board, como € demonstrado no anexo A, isso com o objetivo de utilizar um mul-
timetro, aparelho que possibilita a medicdo da tensao elétrica; corrente elétrica e
resisténcia elétrica, para comparar os valores obtidos nesse aparelho e os valores
obtidos utilizando a algebra linear juntamente com as leis Kirchhoff.

Apos a comparacéo, foi possivel relatar, que o valor da tensdo no resistor de
47Q obtido no multimetro foi diferente do valor o obtido por meio dos calculos,
por fatores intrinsecos aos elementos do circuito. O valor da tensdo obtido por
meio do multimetro é demonstrado no anexo B e os dois valores € mostrado
logo abaixo na Figura 9.

Figura 9 — Tensdes obtidas no resistor de 47Q

Multimetro Algebra Linear e Leis de Kirchhoff
555V 6,71V

Fonte: Proprio Autor

Vale ressaltar que os resistores utilizados no circuito da protoboard foram os
mesmos utilizados no circuito base, porém esses elementos sempre tém certas
faixas de tolerancia o que interfere para que os valores obtidos em ambos 0s casos
sejam iguais. A fonte de tensao elétrica utilizada na montagem do circuito na pro-
toboard também foi de mesmo valor da fonte do circuito base, entretanto como
a fonte foi uma pilha alcalina seu valor ndo é exatamente igual, isso € mostrado
através de uma medicdo em um multimetro no anexo C.Na montagem do circuito
fol utilizado além dos elementos do circuito, quatro pedacos de fita adesiva com
dimenséo aproximadamente de 15cm por 4cm, isso para fixar as fontes de tenséo
no fundo da placa protoboard.

6 CONCLUSAO

Por tudo isso € possivel relatar uma das aplicacdes da algebra linear a reali-
dade, especificamente, neste artigo, a utilizagcdo de ferramentas da algebra line-
ar, como principalmente as que tratam de resolucdes de sistemas lineares, para
a analise de circuitos elétricos em corrente continua. Conclui-se entdo que essa
ferramenta matematica possibilita o estudo de circuito elétrico, de forma que o
individuo possa saber o comportamento de determinados dispositivos elétricos
no circuito.
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ANEXOS

Anexo A — Estrutura de montagem do circuito base na protoboard
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Anexo B — Valor da tensao elétrica nos terminais do resistor de 47Q do circuito base,
demonstrado no multimetro

TTITE .
saRE Lnaee

ssane sEnss
sasms mmase

TR

.....

SeNRE AEBES B
sENES sBEEW
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Anexo C — Valor da tensdo elétrica nos terminais da pilha alcalina de 9V, demonstrado
no multimetro
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